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Φυλλάδιο - Πλήρεις Μετρικοί Χώροι

΄Ασκηση 1. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και f : X → X συνεχής συνάρτηση. Να δειχθεί ότι το
σύνολο Fix f = {x ∈ X : f(x) = x} είναι κλειστό υποσύνολο του X.

΄Ασκηση 2. (i) ΄Εστω (X, ρ) πλήρης µετρικός χώρος και f : X → X τέτοια ώστε η fn να είναι
συστολή για κάποιο n ≥ 1. Να δειχθεί ότι η f έχει µοναδικό σταθερό σηµείο. (Υπόδειξη : Από
το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Banach, η συνάρτηση fn έχει µοναδικό σταθερό σηµείο.)

(ii) ΄Εστω (X, ρ) πλήρης µετρικός χώρος και f, g : X → X τέτοιες ώστε f ◦ g = g ◦ f . Αν η f
συστολή, να δειχθεί ότι υπάρχει µοναδικό x0 ∈ X τέτοιο ώστε f(x0) = g(x0) = x0.

΄Ασκηση 3. Θεωρείστε τη συνάρτηση f : [1,∞) → [1,∞) µε f(x) = x + 1
x , για κάθε x ∈ [1,∞).

Να δειχθεί ότι |f(x)− f(y)| < |x− y|, για κάθε x 6= y ∈ [1,∞), αλλά η f δεν έχει σταθερό σηµείο.
Ποια συνθήκη του Θεωρήµατος Σταθερού Σηµείου του Banach δεν ικανοποιείται ;

΄Ασκηση 4. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και D ⊆ X πυκνό µε την ιδιότητα ότι κάθε Cauchy
ακολουθία του D συγκλίνει στον X. Να δειχθεί ότι ο (X, ρ) είναι πλήρης.

΄Ασκηση 5. (i) Να δειχθεί ότι κάθε ευθεία του επιπέδου είναι κλειστό σύνολο µε κενό εσωτερικό.

(ii) Το επίπεδο δεν µπορεί να γραφεί ως αριθµήσιµη ένωση ευθειών.

΄Ασκηση 6. ΄Εστω (X, ρ) πλήρης µετρικός χώρος και (fi)i∈I οικογένεια συνεχών συναρτήσεων
fi : X → R, τέτοιες ώστε για κάθε x ∈ X το σύνολο {fi(x) : i ∈ I} να είναι ϕραγµένο υποσύνολο
του R. Να δειχθούν τα ακόλουθα:

(i) Για κάθε a > 0, το σύνολο Fa = {x ∈ X : |fi(x)| ≤ a, για κάθε i ∈ I} είναι κλειστό
υποσύνολο του X.

(ii) Υπάρχει U ⊆ X ανοικτό, στο οποίο η οικογένεια (fi)i∈I να είναι οµοιόµορφα ϕραγµένη,
δηλαδή υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε |fi(x)| ≤M , για κάθε i ∈ I και κάθε x ∈ U .

Εσωτερικό Συνόλων

΄Ασκηση 7. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A,B ⊆ X. Να δειχθούν τα ακόλουθα:

(i) Αν A ⊆ B, τότε
◦
A ⊆

◦
B.

(ii) (A ∩B)◦ =
◦
A ∩

◦
B,

◦
A ∪

◦
B ⊆ (A ∪B)◦ και να δοθεί παράδειγµα συνόλων όπου ο εγκλεισµός

είναι γνήσιος.

΄Ασκηση 8. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Να δειχθεί ότι ο X γράφεται ως ξένη ένωση

X = A ∪ (X \A)◦

=
◦
A ∪X \A.


